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6 Ubersicht der statistischen Grundkonzepte 73

Bei der Berechnung dieses p-Wertes setzt man die berechnete Prifgrofle bzw.
TeststatistikprifgroRe als Kritischen Wert ein, und liest aus der entsprechenden
Tabelle die «Restwahrscheinlichkeit» heraus, d.h. die Wahrscheinlichkeit, bei
welcher dieser neue Kritische Wert gerade erreicht und Uberschritten (bzw. bei
negativen Werten unterschritten) wird.

6.6 Korrelationsanalyse

In den Kapiteln 6.4 und 6.5 ging es darum, Riickschlisse auf Grundgesamtheits-
parameter anhand von Stichprobenparametern vorzunehmen. In den folgenden
Ausfuhrungen verlagert sich der Fokus auf die Fragestellung, wie ein moglicher
Zusammenhang zwischen zwei (oder mehreren Variablen) untersucht werden
kann. Dabei bedient man sich einer mathematischen Gleichung, die es erlaubt,
eine Variable aufgrund von anderen zu schatzen. Es geht also darum, statistisch
einen Zusammenhang zwischen Ursache 'X' und Wirkung "Y' aufzuzeigen. Mit
der Korrelationsanalyse'®* bezeichnet man Methoden und Techniken, welche die
«Gute» der Beziehung bzw. den Zusammenhang von Variablen misst.

6.6.1 Uberblick

Damit Uberhaupt ersichtlich ist, ob ein Zusammenhang besteht und wie grof3
dieser ist, bedient man sich in einem ersten Schritt des Hilfsmittels 'Streudia-
gramm''%®. Dabei ist es Ublich, dass auf der Abszisse (Horizontalen) — auch mit 'X'
bezeichnet — die unabhangige Variable aufgezeichnet wird und auf der Ordinate
(Vertikalen) — auch mit "Y' bezeichnet — die abhangige Variable.

Die in Abbildung 16 aufgefiihrten Streudiagramme'®® sollen beispielhaft verschie-
den «starke» sowie «positive» und «negative» Korrelationen bzw. Zusammen-
hange aufzeigen.

154 correlation analysis
155 scatterplot
156 vgl. auch (Moore & McCabe, 1998, S. 130 — Figure 2.11)
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Abbildung 16: Beispiele unterschiedlicher, positiver und negativer Korrelationsstarken

Dabei ist zu beachten, dass beim Vorhandensein einer starken Korrelation zwi-
schen zwei Variablen dies lediglich heif3t, dass eine starke «Beziehung» zwi-
schen den beiden Variablen besteht, nicht aber, dass dadurch ein Ursache-Wir-
kung-Zusammhang hergeleitet bzw. «bewiesen» ist. Letzterer ist allein durch
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eine 6konomisch logische Interpretation moéglich, nicht aber durch statistische
Kennzahlen.

6.6.2 Kennzahlen der Korrelation

Ublicherweise wird unterstellt, dass zwischen der unabhéngigen Variablen 'X' und
der abhangigen Variablen 'Y' ein linearer Zusammenhang besteht. "’

Wie in Abbildung 16 zu sehen ist, wird eine «starke» Korrelation durch eine
kleine Streuung der beobachteten Werte um die unterstellte, theoretische Gerade
gekennzeichnet. In Anlehnung an die Kennzahl 'Standardabweichung' bzw.
'Varianz' wurden Kennzahlen bezlglich Korrelation «kreiert», die folgende drei
Eigenschaften aufweisen:

» Die Kennzahl kann die Werte zwischen minus '1' und plus '1' annehmen.

» Eine perfekte negative Korrelation weist den Wert '—1' auf, eine perfekte posi-
tive Korrelation den Wert '+1".

+ Keine Korrelation wird durch den Wert '0' wiedergegeben, d.h., alle Werte in
der Nahe von '0' kennzeichnen eine schwache Korrelation.

Korrelationskoeffizient

Die wohl bekannteste Kennzahl der Korrelation ist der Korrelationskoeffizient
nach Pearson.'®%'%® Dieser Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient'® wird nach
Karl Pearson (1857-1936) benannt, obwohl nicht Letzterer, sondern Sir Francis
Galton (1822-1911) diesen im Jahre 1888 «einfiihrte».'®!

157 vgl. hierzu Kapitel 17.2.1.2 im Anhang
Falls kein linearer Zusammenhang festgestellt wird, kann durch Logarithmieren z.B.
eine geometrische Funktion und eine Exponentialfunktion in eine «linearisierte»
Form Ubergeleitet werden.

158 coefficient of correlation

159 Beim Korrelationskoeffizient nach Pearson wird unterstellt, dass ein linearer Zu-
sammenhang zwischen 'X' und 'Y' besteht, d.h., es wird das Vorhandensein einer
(Regressions-)Gerade vorausgesetzt. Falls dem nicht so ist bzw. Ungewissheit
daruber besteht, ist es besser, den Rangkorrelationskoeffizienten nach Spearman
zu verwenden.

160 product moment correlation coefficient

161 vgl. hierzu auch FuRnote 97
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Die Berechnung des Korrelationskoeffizienten erfolgt nach Formel 15.

Formel 15: Korrelationskoeffizient nach Pearson
[ = Z[(X_)_()(Y_?)J _ COVxy
(Tx-X)T(v-v) S

r steht fur den Korrelationskoeffizienten
X ist der jeweilige X-Wert eines beobachteten Wertepaares
X ist das arithmetische Mittel aller X-Werte
Y ist der jeweilige Y-Wert eines beobachteten Wertepaares
Y ist das arithmetische Mittel aller Y-Werte
. 2 (X-X)
Sy Standardabweichung der X-Werte bzw. s, = =TT
. A2 (Y-
Sy Standardabweichung der Y-Werte bzw. s, = =T
. 2[(X=X)-(Y-V)]
cov,, Kovarianz bzw. cov,, = 1
: : n—

Der Ausdruck des Zahlers von 'r' gleicht der Kovarianz'®? — mit Ausnahme der
Division durch 'n — 1'. Die Kovarianz gibt Auskunft dariiber, ob sich tendenziell
mit der Anderung von 'X' auch 'Y' &ndert, bzw. ob im Durchschnitt zu gréReren
(kleineren) X-Werten groRere (kleinere) Y-Werte gehdren. Die Kovarianz wird vor
allem auf dem Gebiet des «Corporate Finance» und im «Portfolio Management»
verwendet.

Determinationskoeffizient

Der oben erwahnte Korrelationskoeffizient zeigt aber noch nicht auf, wie grol3 der
Anteil der Streuung von 'Y' durch die Regressionsgeraden «bestimmt» oder «er-
klart» wird. Diese Eigenschaft zeigt erst das Quadrat des Korrelationskoeffizien-
ten nach Pearson, namlich der sogenannte Determinationskoeffizient'®®. Letzte-
rer berechnet sich entsprechend der Formel 16.

162 covariance
163 coefficient of determination
Der Determinationskoeffizient wird auch 'Bestimmtheitsmal}' genannt.
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Was genau der Determinationskoeffizient aussagt, soll in Abbildung 17 verdeut-
licht werden. Formel 16 zeigt die dazugehorige Berechnungsformel. '

A

<l

Abbildung 17: Aussagekraft des Determinationskoeffizienten

Formel 16: Determinationskoeffizent

1 . \2
- s.” _ erklarte Varianz,, _ n_1-Z(Y—Y)
"s?  VaranzTotal,, 1 72
T Y n_1.Z(Y_Y)
SSR _ . SSE
- =1 2%
SST SST

wobei s;?=s?+s’ = Varianz total = erklarte Varianz + unerklarte Varianz
SSR  (Sum of Squared Regressions)

ist die Summe der quadrierten Regressionsabweichungen bzw. Z(\? —\7)2
SSE  (Sum of Squared Errors or residuals)

ist die Summe der quadrierten Residuen(abweichungen) bzw. Z(Y—\?)2

SST  (Sum of Squared Totals) ist die Summe der quadrierten Totalabweichungen bzw. " (Y - \7)2

Wie aus Abbildung 17 und Formel 16'% ersichtlich ist, misst der Determinations-
koeffizient, welcher (Prozent-)Anteil der Streuung anhand der unterstellten (Re-

164 vgl. hierzu auch Kapitel 17.2.1.2 im Anhang

165 Die Herleitung von Formel 16 auf der Basis des quadrierten Korrelationskoeffizien-
ten nach Pearson (vgl. Formel 15) kann z.B. bei (Bohley, 1996, S. 246) nachgese-
hen werden.
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gressions-)Geraden® «bestimmt» ist. Die Ergdnzung auf '1' bzw. 100 % zeigt
dementsprechend auf, welcher (Prozent-)Anteil der Streuung nicht «erklart»
wird. Dabei ist wichtig zu wissen, dass die «Basis» der Messung des (Prozent-)
Anteils der Streuung jeweils das arithmetische Mittel von "Y' ist. Die Begriindung
dafir ist, dass jede «effiziente» Prognoseschatzung (bzw. die (Regressions-)Ge-
rade) die arithmetischen Mittel von 'Y' und 'X' (bzw. 'Y' und 'X") enthalten muss.

Aus den Ausflhrungen ergibt sich, dass der Korrelationskoeffizient 'r' eine sehr
gute MalRzahl fir die «Gite» der Beziehung zwischen zwei Variablen darstellt.
Wenn es aber darum geht, Gber den prozentualen Anteil der Korrelation etwas
auszusagen, ist es korrekter, den Determinationskoeffizienten 'r* — der immer
einen geringeren absoluten Wert aufweist — zu verwenden.

Rangkorrelationskoeffizient

Falls kein linearer Zusammenhang zwischen 'X' und 'Y' besteht, bzw. wenn man
nicht sicher ist, dass ein linearer Zusammenhang effektiv vorhanden ist, respek-
tive eine nicht parametrische Beziehung unterstellt wird, ist es nicht korrekt, den
Korrelationskoeffizienten nach Pearson zu verwenden. In all diesen Fallen ist es
besser, den Rangkorrelationskoeffizienten'®” — nach Charles Spearman (1863—
1945) benannt — einzusetzen. Letzterer wird mit 'p' [rho] bezeichnet und berech-
net sich nicht anhand der beobachteten Werte, sondern anhand ihrer Rangord-
nungen. Konkret werden sowohl alle 'X'-Werte als auch alle "Y'-Werte (unabhéan-
gig voneinander) in eine absolute, ganzzahlige Rangnummer umgewandelt. Die
'XY'-Beziehung wird dabei nicht verandert! Erst anhand dieser beiden Rangord-
nungen wird nun der Korrelationskoeffizient (nach Pearson) berechnet.

166 vgl. auch Ful3note 159

167 Spearman's rank correlation coefficient
De facto ist der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman ein Spezialfall des
Produkt-Moment-Korrelationskoeffizienten nach Pearson.
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rechts, noch oberhalb, noch unterhalb des «wahren» Grundgesamtheitspara-
meters aufweisen. Es geht hier nicht primar darum, den genauen Grundge-
samtheitsparameter zu ermitteln, sondern dass sich dieser (tendenziell) in der
Mitte der Parameterschatzungen befindet.

+ Konsistenz: Eine gute Schatzung sollte konsistent sein. Die Parameter-
schatzung sollte mit zunehmendem Stichprobenumfang immer naher zum
«wahren» Grundgesamtheitsparameter hin tendieren, bzw. die Streuung der
Parameterschatzung sollte immer kleiner werden.

+ Kleinste Varianz: Eine gute Schatzung — unabhéangig von der Grolke des
Stichprobenumfanges — die kleinstmégliche Streuung um den «wahren»
Grundgesamtheitsparameter aufweisen.

Werden die beiden Eigenschaften 'Unverzerrtheit' bzw. 'Erwartungstreue' und
'Kleinste Varianz' von einer Parameterschatzung erfillt, so wird dies als 'Effi-
zienz'®"! bezeichnet.

17.2  Prognoseschatzung

Im Gegensatz zur Parameterschatzung (vgl. Kapitel 17.1 im Anhang), bei der es
de facto um eine Punktschatzung statistischer Kennzahlen einer Grundgesamt-
heit geht, versucht man bei der Prognoseschatzung — unter Zuhilfenahme der
Uberlegungen der Parameterschitzung — eine Vorhersage eines Zusammen-
hangs bzw. einer Entwicklung zu ermitteln. Diese kann in einem Trial-and-Error-
Verfahren gefunden werden, was aber eventuell sehr umstandlich sein kann. Aus
diesem Grund verwendet man hierzu zwei Hauptmethoden, namlich die Methode-
der-kleinsten-Quadrate sowie die Maximum-Likelihood-Methode. Diese Methoden
werden in den Kapiteln 17.2.1 und 17.2.2 im Anhang genauer umschrieben.

17.2.1 Methode-der-kleinsten-Quadrate

17.2.1.1 Einleitung

Die Methode-der-kleinsten-Quadrate®? kann als eine Methode der Datenanpas-
sung ausgelegt werden. Die beste Anpassung im Kontext der kleinsten Quadrate
weist dasjenige Modell auf, bei welchem die Summe der quadrierten Residu-

511 Bei linearen Schatzungen wird dies auch als 'BLUE' [Best Linear Unbiased Estima-
tor] bezeichnet.
vgl. hierzu auch (Urban & Mayerl, 2008, S. 120ff)

512 method of least squares or least-squares method
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en(abweichungen)®'35'* (SSE) den kleinsten Wert aufweist. Diese Methode wur-
de von Johann Carl Friedrich Gauly (1777—1855) um 1794 zum ersten Mal um-
schrieben.?®

Die konkrete Vorgehensweise bei der Anwendung der Methode-der-kleinsten-
Quadrate ist in Abbildung 103 schematisch aufgefiihrt. Dabei ist ersichtlich, dass
die Methode-der-kleinsten-Quadrate ganz konkrete Modellvoraussetzungen bei
der Grundgesamtheit unterstellt, damit die Parameterschatzungen aufgrund der
Stichprobe ihre Giltigkeit haben (vgl. hierzu auch Kapitel 17.2.1.4 im Anhang).

| Grundgesamtheit | | Stichprobe |

Wirkung N
v

v

Ursache "X Ursache X"

Modell (z.B. lineare Regression) Methode-der-Klei Quadrate
bzw. Modellvoraussetzungen (inkl. z.B. Zentraler Grenzwertsatz)

< Riickschliisse auf Grundgesamtheit | Parameter
falls Modellvoraussetzungen erfiillt)

Abbildung 103: Vorgehensstruktur der Methode-der-kleinsten-Quadrate

513 residuals
Die Residuen(abweichungen) 'e' sind die jeweilige Differenz zwischen den effektiv
gemessenen 'Y'-Werten und den diesbeziiglichen (Prognose-)Werten 'Y".

514 Sum of Squared Errors or residuals (SSE)
vgl. Formel 24

515 Falls die Residuen(abweichungen) normal verteilt sind, entspricht die Methode-
der-kleinsten-Quadrate zugleich auch der Maximum-Likelihood-Methode (vgl. auch
Kapitel 17.2.2 im Anhang).
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Im Gegensatz zur Freihandmethode®'®, Extremwertmethode®'” bzw. Schichtkos-
tenverfahren®'® und Mittelwertmethode weist die Methode-der-kleinsten-Qua-
drate®"® eine klare Berechnungsgrundlage auf. Bei der Methode-der-kleinsten-
Quadrate werden die vertikalen Abstandsquadrate zwischen den beobachteten
'"Y'-Werten und den diesbezliglichen Werten auf der Regressionsgeraden mini-
miert.52°

Abbildung 104 illustriert die Vorgehensweise der Berechnung der Methode-der-
kleinsten-Quadrate.

v

Xy

Methode-der-kleinsten-Quadrate:
=Ye?= E(YI -\A(I)2 — minimieren!

Abbildung 104: Berechnungsvorgehensweise der Methode-der-kleinsten-Quadrate

516 scatterplot method
vgl. z.B. (Daumler & Grabe, 1996, S. 67f)

517 high-low method
vgl. z.B. (Horngren, Datar, Foster, Rajan, & Ittner, 2008, S. 372f)

518 vgl. z.B. (Nadig, 2000, S. 134ff)

519 least-squares method or normal least squares (NLS) or ordinary least squares
(OLS)

520 Diese vertikalen Abstdnde werden auch als Residuen(abweichungen) bzw. Storgro-
Ren 'e' bezeichnet.
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Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass sogenannte «Ausreiler»5?!
durch die Quadrierung ein uberproportionales Gewicht bei der Berechnung er-
halten. Aus diesem Grund ist es in den meisten Statistiksoftwarepaketen moglich,
dass «grolRe» Ausreilder aus der Berechnung ausgeschlossen werden kdnnen.

17.2.1.2 Lineare Regressionsfunktionen

Wird eine Gerade unterstellt, lautet diese «einfache» lineare Regressionsfunktion
wie in Formel 57 aufgefihrt.

Formel 57: Einfache lineare Regressionsfunktion bzw. Geradengleichung®??
Y=a,+b-X

Y steht fir den geschatzten Wert der abhéngigen Y-Variable
bezuglich eines gewahlten X-Wertes

a, ist der Achsenabschnitt der linearen Gleichung bei einem X-Wert von '0’

b st die Steigung (auch Regressionskoeffizient genannt) der Geraden,
d.h. wie viel sich durchschnittlich der geschatzte Wert von Y durch eine Veranderung
einer Einheit von X verandert

X ist jeder gewahlte Wert der unabhangen Variablen 'X'

Damit nun die beiden Parameter, namlich der Achsenabschnitt5® 'a,' und die Stei-
gung®?* bzw. der Regressionskoeffizient®? 'b’, bei einem beobachteten Datensatz
an X- und Y-Werten nach der Methode-der-kleinsten-Quadrate berechnet werden
kénnen, sind die beiden in Formel 58 aufgeflihrten Gleichungen simultan nach
den beiden Parametern aufzulésen.5%

521 outlier
522 Die beobachteten Y-Werte kdnnen somit auch wie folgt bestimmt werden:
Y=a,+b-X+e

Y steht fir die beobachteten abhangigen Y-Variablen
e steht fiir die Residuen(abweichungen) bzw. Stérgréfien

523 intercept

524 slope

525 regression coefficient

526 vgl. (Spiegel, Schaum's Outline of Theory and Problems of Statistics, 1992, S. 267)
und (Bohley, 1996, S. 212f)
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Formel 58: Normalgleichungen der Methode-der-kleinsten-Quadrate

> Y=a,-n+b-) X
DY -X=a,- Y X+b- Y X
n steht fur die Anzahl der beobachteten Wertepaare 'X' und 'Y"

Die Auflésung der beiden Gleichungen ergibt die in Formel 59 aufgefiihrten (di-
rekten) Berechnungen der beiden Parameter.

Formel 59: Parameterberechnung der einfachen linearen Regressionsfunk-
tion nach der Methode-der-kleinsten-Quadrate

X[(X=X)-(¥-V)]
Z(X-X)
oder
e (ZXY)-(EX)(ZY)
n (XX - (XX)

oder
b cov?Y
SX
a,=Y-b-X

X steht fiir das arithmetische Mittel der X-Werte
Y steht fiir das arithmetische Mittel der Y-Werte

. | (x-X)’
Sy Standardabweichung der X-Werte bzw. s, = =T

S[(x=X)-(Y-V)]

cov,, Kovarianz bzw. covy, = o

Wichtig zu erwahnen ist auch, dass die lineare Regressionsfunktion, welche nach
der Methode-der-kleinsten-Quadrate ermittelt wurde, durch das arithmetische
Mittel der (jeweiligen) X-Werte sowie das arithmetische Mittel der Y-Werte ver-
lauft.
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Wird nun dieser lineare Zusammenhang auf mehr als eine unabhangige Variab-
le X' ausgedehnt, so erhalt man eine multiple lineare Regressionsfunktion (vgl.
Formel 60).

Formel 60: Multiple lineare Regressionsfunktion5?”
Y=a,+b,-X,+b,-X, ... +b -X,

Y  steht fiir den geschatzten Wert der abhangigen Y-Variable
bezlglich der gewéahlten X-Werte [X,, X, ... X,]
a, istder Achsenabschnitt der linearen Gleichung, wenn
alle X-Werte gleich '0' sind
b, b, ... b, ist die jeweilige Steigung (auch Regressionskoeffizient
genannt), d.h. wie viel sich durchschnittlich der
geschatzte Wert von Y durch eine Veranderung lediglich
einer Einheit von X, bzw. X, bzw. ... X, verandert
X, X, ... X, ist jeder gewahlte Wert der unabhéngigen
Variablen 'X;' bzw. 'X,' bzw. ... 'X, '

Hier ist festzuhalten, dass jeder (partielle) Regressionskoeffizient®?® 'b, ' diejeni-
ge durchschnittliche Veranderung der abhangigen Variablen 'Y' aufzeigt, die auf-
grund einer Veranderung einer Einheit des diesbezlglichen Regressionskoeffizi-
enten 'b,' entsteht. Dabei sind alle (ibrigen Regressionskoeffizienten konstant zu
halten. Fur die etwas komplizierten Parameterberechnungen der multiplen linea-
ren Regressionsfunktion sei z.B. auf (Salvatore, 1982, S. 142ff) verwiesen.

17.2.1.3 Standardfehler der Schatzung (SEE)

Da die beobachteten Y-Werte kaum den anhand der Methode-der-kleinsten-Qua-
drate «geschatzten» Y-Werten entsprechen, ergibt sich ein Fehler der Schatzung.
Anders ausgedriickt: Es entstiinde kein Fehler der Schatzung, wenn die berech-
nete Regressionsgerade genau durch die beobachteten Y-Werte verlaufen wiirde.

Da somit Ublicherweise ein «Fehler der Schatzung» vorhanden ist, bendtigt
man eine Kennzahl, die aussagt, wie grol3 (bzw. klein) dieser Fehler der Schat-

527 Die beobachteten Y-Werte kdnnen somit auch wie folgt bestimmt werden:
Y=a,+b,- X, +b,- X, ... +b -X +e
Y steht fur die beobachteten abhéngigen Y-Variablen
e steht fur die Residuen(abweichungen) bzw. StérgroRen

528 partial or net regression coefficient
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zung ist. In Anlehnung an das Streuungsmalf} 'Standardabweichung' wird diese
Kennzahl auch als «Standardfehler der Schatzung»®?° bezeichnet und — wie in
Formel 61 fir die einfache lineare Regressionsfunktion aufgefiihrt — berechnet:

Formel 61: Standardfehler der Schatzung (SEE)

Der Standardfehler der Schatzung gleicht stark der Berechnung der Standardab-
weichung einer Stichprobe. Der Unterschied besteht darin, dass der Standardfehler
der Schatzung die (durchschnittliche) vertikale Streuung um die Regressionsgera-
den misst. Da die Regressionsgerade zwei Parameter, namlich 'a;' und 'b', aufweist
und diese grundsatzlich nicht bekannt sind, wird im Nenner durch 'n—2' dividiert.

Bei der multiplen Regressionsanalyse lautet der Nenner nicht 'n—2', sondern
'n—k—1', wobei 'k' der Anzahl Regressionskoeffizienten entspricht und '1' dem
Achsenabschnitt.

Anhand dieser Kennzahl ist es z.B. mdglich, die «Gute» bzw. die Anpassungs-
genauigkeit von verschiedenen Regressionsgeraden (bei gleichem Datensatz)
miteinander zu vergleichen: Ein kleiner Standardfehler der Schatzung bedeutet,
dass die beobachteten Werte nahe bei der Regressionsgeraden liegen, ein gro-
Rer Standardfehler der Schatzung weist auf eine schlechte «Anpassung» hin.
Zudem bendtigt man den Standardfehler der Schatzung auch fiir die Berechnung
des Vertrauensintervalls der Parameter der Regressionsgeraden sowie des Pro-
gnoseintervalls.

17.2.1.4 Modellannahmen der Methode-der-kleinsten-Quadrate
Damit die Parameterschatzungen fir lineare Regressionsfunktionen anhand der

Methode-der-kleinsten-Quadrate die Eigenschaft 'Effizienz'>*° aufweisen, miissen
folgende sieben (Modell-)Annahmen erfillt sein:5

529 standard error of estimate (SEE)
In gewissen Programmen wird der SEE auch als «standard error of regression»
(z.B. (EViews 6 for Windows, 2008)) oder «sigma» (z.B. (SAS 9.1.3 for Windows,
2008)) genannt.

530 vgl. Kapitel 17.1.3 im Anhang sowie Fuf3note 511

531 vgl. (Backhaus, Erichson, Plinke, & Weiber, 2006, S. 79f) Die 7. Modellannahme ist
fir die Eigenschaft 'Effizienz' zwar wiinschenswert, nicht aber Voraussetzung.
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1. Das Modell ist korrekt spezifiziert, d.h., es besteht ein linearer Zusammen-
hang in den Regressionsparametern, es enthalt die relevanten unabhangigen
Variablen 'X' und die Zahl der zu schatzenden Parameter ist kleiner als die
Anzahl der Beobachtungen.

2. Die Residuen(abweichungen) haben einen Erwartungswert von '0'.

3. Es besteht kein Zusammenhang bzw. keine Korrelation zwischen der/den
unabhangigen Variablen 'X' und den Residuen(abweichungen) 'e'.

4. Die Residuen(abweichungen) weisen eine konstante Varianz auf (Homosk-
edastizitat>®?).

5. Die Residuen(abweichungen) weisen keinen Zusammenhang unter sich auf,
bzw. sind unkorreliert (keine Autokorrelation®).

6. Zwischen den unabhangigen Variablen 'X' besteht keine lineare Abhangigkeit
(keine (perfekte) Multikollinearitat+).

7. Die Residuen(abweichungen) sind normal verteilt.5%®

17.2.1.5 Uberpriifung der Modellannahmen

Um sicherzustellen, dass die Methode-der-kleinsten-Quadrate zur Parameter-
schatzung des linearen Regressionsmodells verwendet werden darf, sind deren
Modellannahmen®3¢ zu lberpriifen.5*” Dies wird meist anhand ausgewahlter Tests
durchgefiihrt.

Linearitéat

Das lineare Regressionsmodell basiert auf der Annahme der Linearitat in den
Parametern. Falls eine geometrische oder exponentielle Beziehung zwischen der
abhangigen Variablen 'Y' und der/den unabhangigen Variablen 'X' vorhanden ist,
kann diese meist durch «Transformation»®® (z.B. durch Logarithmieren5%®) in eine
lineare umgewandelt werden. Die transformierte lineare Beziehung wird alsdann
zur Parameterschatzung anhand der Methode-der-kleinsten-Quadrate verwen-
det. AnschlieRend kdnnen die damit berechneten Prognosewerte durch korrek-

532 homoscedasticity

533 serial correlation or autocorrelation

534 multicollinearity

535 normality of residuals

536 vgl. Kapitel 17.2.1.4 im Anhang

537 vgl. (Backhaus, Erichson, Plinke, & Weiber, 2006, S. 80ff), (Menzefricke, 1995,
S. 449ff) und (Urban & Mayerl, 2008, S. 177ff)

538 Beispiele hierzu kdnnen (Bohley, 1996, S. 219) entnommen werden.

539 Gemeint ist hier der natlirliche Logarithmus 'In' mit der Basis 'e' (Eulersche Zahl).
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te «Rucktransformation» in die urspriingliche nicht lineare Beziehung Uberfuhrt
werden.

Eine nicht entdeckte Nichtlinearitat fihrt zu einer Verzerrung der Parameter-
schatzung trotz steigendem Stichprobenumfang.

Der einfachste diesbezligliche «Test» besteht darin, die Beziehung zwischen
der abhangigen Variablen 'Y' und der/den unabhangigen Variablen 'X' visuell
anhand eines Streudiagramms®*° aufzuzeigen.

Erwartungswert der Residuen(abweichungen) gleich ‘0’

Falls diese 2. Modellannahme verletzt wird, ist ein systematischer Messfehler
die Folge, welcher sich im Achsenabschnitt ‘a;' niederschlagt. Dieser wird somit
konstant zu grof3 oder zu klein ausgewiesen. Da in den meisten Anwendungen
der Achsenabschnitt nicht von groRer Bedeutung ist, fallt diese Verzerrung nicht
sonderlich ins Gewicht. Wird aber ein lineares Regressionsmodell ohne Konstan-
te (Achsenabschnitt) unterstellt, kann dies zu einer Verzerrung aller Regressions-
koeffizienten flhren. Aus diesem Grund sollte nur in sehr begriindeten Fallen im
linearen Regressionsmodell die Konstante weggelassen werden.

Vorhandensein aller relevanten unabhéngigen Variablen
Diese Modellannahme (siehe 1. Modellannahme) ist (iberaus schwierig zu Gber-
prifen. Wenn sie nicht eingehalten wird, dafiir aber die 3. Modellannahme®', ent-
steht lediglich die gleiche Verzerrung wie wenn der Erwartungswert der Residu-
en(abweichungen) ungleich '0' ware.

Meist zeigt sich eine Verletzung dieser Modellannahme darin, dass die Vor-
zeichen der Regressionskoeffizienten nicht dem 6konomischen bzw. logischen
Ursache-Wirkung-Zusammenhang entsprechen.

Keine bedingte Heteroskedastizitét
Bedingte Heteroskedastizitat>*? besteht dann, wenn die Residuen(abweichun-
gen)® entlang der unabhangigen Variablen 'X' (bzw. der prognostizierten abhan-

540 scatterplot

541 Es besteht kein Zusammenhang bzw. Korrelation zwischen der/den unabhangigen
Variablen 'X' und den Residuen(abweichungen).

542 conditional heteroscedasticity

543 residuals
Die Residuen(abweichungen) 'e' sind die jeweilige Differenz zwischen den effektiv
gemessenen 'Y'-Werten und den diesbeziiglichen (Prognose-)Werten 'Y".
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gigen Variablen 'Y') systematisch gréRer oder kleiner werden.*** Dadurch wird die
3.und 4. Modellannahme verletzt.

Durch die Berechnungsmethodik der Methode-der-kleinsten-Quadrate
erhalten die «groften» Residuen(abweichungen) mehr Gewicht und beeinflussen
damit — rein systemtechnisch bedingt — die Lage der Regressionsgeraden. Diese
ist somit nicht mehr verlasslich. Die Verletzung dieser 4. Modellannahme fihrt
dazu, dass die Standardfehler der Regressionskoeffizienten sowie deren Signi-
fikanz verfalscht bzw. ungenau werden.%#

Am einfachsten wird das maégliche Vorhandensein der bedingten Heteroskedas-
tizitat via ein Streudiagramm®¢ der 'X'-Werte (bzw. der prognostizierten abhan-
gigen Variablen 'Y') und der Residuen(abweichungen) getestet: Falls die Streu-
ung der Residuen(abweichungen) entlang der X-Achse systematisch zu- oder
abnimmt, besteht bedingte Heteroskedastizitat.

In Abbildung 105 ist die bedingte Heteroskedastizitat visualisiert.

Residuen(abweichungen)

Residuen(abweichungen)
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Abbildung 105: Bedingte Heteroskedastizitat

Nebst dem visuellen Test bezlglich der Residuen(abweichungen) ist vor allem
der sogenannten «Breusch-Pagan-Test»%” und «White-Test»** verbreitet. Beide

544 Wenn dieses GroRer- und Kleinerwerden der Residuen(abweichungen) nicht sys-
tematisch geschieht, spricht man lediglich von Heteroskedastizitat, nicht aber von
einer bedingten Heteroskedastizitat. Die Auswirkungen sind in jenem Fall normaler-
weise nicht von wesentlicher Bedeutung.

Die Konsequenzen des Vorhandenseins von Heteroskedastizitat, das diesbezugli-
che Testen sowie mégliche Korrekturverfahren sind bei (Wooldridge, 2008, S. 264ff)
ausflhrlich dargelegt.

scatterplot

vgl. (Breusch & Pagan, 1979) und z.B. (Pindyck & Rubinfeld, 1997, S. 154ff), (Defu-
sco, McLeavey, Pinto, & Runkle, 2001, S. 447f)

vgl. (White, 1980, S. 821ff) und z.B. (Pindyck & Rubinfeld, 1997, S. 156f)

545

546
547

548
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Tests untersuchen die Nullhypothese 'Homoskedastizitat' (bzw. keine Heteroske-
dastizitat). Wenn die Teststatistik, welche eine Chiquadratverteilung®® mit einem
Freiheitsgrad von 'k' (Anzahl Regressionskoeffizienten) aufweist, grofRer ist als
der Kritische Wert®°, dann wird die Nullhypothese abgelehnt, d.h., das Vorliegen
von Heteroskedastizitat wird akzeptiert.

Liegt eine bedingte Heteroskedastizitat vor, kann diese z.B. durch die 'Metho-
de-der-gewichteten-kleinsten-Quadrate'®' umgangen werden.%%? Diese Methode
versucht die Residuen(abweichungen) so zu gewichten, dass der systemtech-
nische Fehler der Berechnungsmethodik der Methode-der-kleinsten-Quadrate
mdglichst klein gehalten wird. Dies kann z.B. dadurch erreicht werden, indem
jede Gewichtung so festgelegt wird, dass sie dem Kehrwert der Varianz der Resi-
duen(abweichungen) entspricht.

Da in den meisten Untersuchungen nicht so sehr die Regressionsfunktion an
und fir sich von Interesse ist, sondern vielmehr die korrekte Aussage Uber die
Signifikanz der Regressionskoeffizienten, wurden entsprechende «Korrekturver-
fahren» entwickelt.*®

Die beispielhafte Quartalsumsatzentwicklung eines Unternehmens (vgl. Abbil-
dung 106) sei zur Verdeutlichung der bedingten Heteroskedastizitat und deren
Auswirkung auf die lineare Regression anhand der Methode-der-kleinsten-Qua-
drate sowie auf den «L&sungsansatz» anhand der Methode-der-gewichteten-
kleinsten-Quadrate herangezogen.

549 vgl. Chiquadratverteilung in Kapitel 17.5 im Anhang

550 Der p-Wert zur entsprechenden Statistik ist dann auch kleiner als das festgelegte
Signifikanzniveau.

551 weighted least squares (WLS)
vgl. dazu z.B. die Ausfuhrungen bei (Pindyck & Rubinfeld, 1997, S. 148f & 158f)

552 Die WLS-Methode gehort zur «Familie» der 'generalisierten Methoden der kleinsten
Quadrate' [generized least squares (GLS)]
vgl. dazu z.B. die Ausfilhrungen bei (Pindyck & Rubinfeld, 1997, S. 170ff)

553 vgl. (White, 1980) mit einer Loésung anhand einer Heteroskedastizitats-konsistenten
Kovarianzmatrix; (Newey & West, 1987) mit einer Lésung anhand einer Heteroske-
dastizitats- und Autokorrelations-konsistenten Kovarianzmatrix
Beide «L6sungsansatze» verandern nicht die Werte der Regressionskoeffizienten,
sondern «korrigieren» lediglich den Standardfehler der Regressionskoeffizienten.
Dadurch kann die Verlasslichkeit der 'Signifikanz' wieder sichergestellt werden.
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Abbildung 106: Beispiel der Anwendung der Methode-der-gewichteten-kleinsten Quadrate
[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): 'Analyze — Regression — Linear' (fiur OLS); 'Analyze — Regression — Weight
Estimation' verbunden mit 'Analyze — Regression Linear' und "WLS Weight' (ftir WLS)]

Die ausgezogene Linie in Abbildung 106 zeigt die IST-Quartalsumsatze auf. Wird
eine lineare Regression nach der Methode-der-kleinsten-Quadrate®“ in diesen
Datensatz «gelegt», ergibt sich die schmal gestrichelte Gerade. Durch die im Zeit-
verlauf steigende Streuung der IST-Quartalsumsatze werden die Residuen(ab-
weichungen) systematisch groRer (vgl. Abbildung 107). Durch die zusatzlich ten-
denziell starker nach unten ausschlagenden Quartalsumsatze gegen Ende der
Zeitreihe wird die Gerade durch die Berechnungsmethodik der kleinsten Quadra-
te «systembedingt» im Uhrzeigersinn gedreht. Anhand der linearen Regression
nach der Methode-der-gewichteten-kleinsten-Quadrate®*® wird diese Verzerrung
korrigiert: Die dick gestrichelte WLS-Gerade hat sich nun — gegentiber der OLS-
Geraden — im Gegenuhrzeigersinn adjustiert.

554 least-squares method or normal least squares (NLS) or ordinary least squares
(OLS)
555 weighted least squares (WLS)
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Abbildung 107: Systematisch groRer werdende Residuen(abweichungen) zu Beispiel in Abbildung 106
[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): 'Analyze — Regression — Linear' (zur Berechnung der Residuen(abweichun-
gen)); 'Analyze — Forcasting — Sequence Charts' (fir Darstellung)]

Keine Autokorrelation

Autokorrelation®® besteht dann, wenn die Residuen(abweichungen) untereinan-
der korrelieren, bzw. die beobachteten "Y'-Werte einen Zusammenhang (bzw. Ab-
hangigkeit) untereinander aufweisen. Die Verletzung dieser Modellannahme ftritt
vor allem bei Zeitreihen auf. Nicht von Bedeutung ist sie, wenn kein sachlicher
Zusammenhang unter den beobachteten 'Y'-Werten besteht, z.B. (Kosten-)Ver-
gleiche von Sparten, Filialen usw. Wie bereits bei der Heteroskedastizitat fihrt
die Verletzung dieser 5. Modellannahme dazu, dass die Standardfehler der Re-
gressionskoeffizienten sowie deren Signifikanz verfalscht bzw. ungenau werden.

Am einfachsten wird auch hier das mogliche Vorhandensein von Autokorrelation
via ein Streudiagramm®®” der 'X'-Werte (bzw. der prognostizierten abhangigen
Variablen 'Y') und der Residuen(abweichungen) getestet: Wenn die Residuen(ab-
weichungen) entlang der 'X'-Werte (bzw. der prognostizierten abhangigen Variab-
len 'Y") nahe, gleichgerichtet beieinanderliegen, spricht man von positiver Auto-

556 autocorrelation or serial correlation
557 scatterplot
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korrelation; wenn sie hingegen auf- und absteigen, spricht man von negativer
Autokorrelation.

In Abbildung 108 sind je ein Beispiel fiir das Vorhandensein von positiver und ne-
gativer Autokorrelation visualisiert.
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Abbildung 108: Beispiele fiir positive und negative Autokorrelation

Nebst dem visuellen Test bezlglich der Residuen(abweichungen) ist vor allem
die Durbin-Watson-Statistik®®® (DW) zur Abklarung der Autokorrelation>®® bekannt.
Diese definiert sich wie in Formel 62 aufgefihrt.

558 vgl. (Durbin & Watson, Testing for Serial Correlation in Least Squares Regression. |
[ 1] 11, 1950 | 1951 | 1971)

559 Genau genommen «testet» die DW-Statistik, ob unter den Residuen(abweichun-
gen) ein autoregressives Modell erster Ordnung bzw. ein AR(1) besteht oder
nicht.



17 ANHANG 253

Formel 62: Durbin-Watson-Statistik

DW = Z(ei:_:u )2

e, Residuen(abweichungen) bzw. (Y - Y)

Unter Annahme eines entsprechenden Signifikanzniveaus kann fur die Nullhypo-
these 'wahrer Autokorrelationkoeffizient = 0' ein oberer Grenzwert (d ) und fir die
Nullhypothese ‘wahrer Autokorrelationskoeffizient > 0' ein unterer Grenzwert (d, )
des Konfidenz- bzw. Vertrauensintervalls berechnet werden.*® Werden die beiden
Grenzwerte mit der berechneten DW-Statistik in Beziehung gesetzt, kdnnen fol-
gende Schlussfolgerungen gezogen werden:

Wert der DW-Statistik Schlussfolgerung

0<DW<d positive Autokorrelation

d <DW<d, keine statistisch signifikante Aussage moglich
DW=2 (gar) keine Autokorrelation
(4-d)<DW<(4-d) keine statistisch signifikante Aussage moglich
(4-d)<DW<4 negative Autokorrelation

Die oberen und unteren Grenzwerte sind von (Durbin & Watson, Testing for Se-
rial Correlation in Least Squares Regression. Il, 1951, S. 173-175) bezlglich 'n’
und 'k' berechnet und tabellarisch zusammengefasst worden.%' Dabei bedeutet
'n' die Anzahl Beobachtungen (bzw. der Stichprobenumfang) und 'k’ die Anzahl
Regressionskoeffizienten.

Liegt Autokorrelation vor, kann diese Verletzung der 5. Modellannahme z.B. durch
(einfache) Differenzenbildung «geldst» oder zumindest reduziert werden. Eine
weitere Moglichkeit besteht in der Anwendung des Cochrane-Orcutt-Algorith-
mus'®? (bzw. des Prais-Winsten-Lésungsansatzes®®). Dieses Autoregressions-

560 vgl. (Durbin & Watson, Testing for Serial Correlation in Least Squares Regression.
I, 1951, S. 173-175)

561 siehe dazu die ausgewahlten DW-Statistik-Werte in Kapitel 17.7 im Anhang

562 vgl. (Cochrane & Orcutt, 1949)
Mit diesem Verfahren werden die «wahren» Regressionskoeffizienten bei Zeitrei-
henwerten mit autokorrelierenden Residuen erster Ordnung (AR(1)) geschatzt.

563 vgl. (Prais & Winsten, 1954)
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verfahren erweitert die lineare Regressionsfunktion durch eine Komponente von
autoregressiven Residuen(abweichungen) erster Ordnung (AR(1)).%* Dadurch
wird jedoch die Durbin-Watson-Statistik als PrifgroRe hinfallig.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die — durch Autokorrelation und
bedingter Heteroskedastizitdt ausgeldsten — «verfalschten» Standardfehler
durch z.B. die Hansen-Korrektur®®® auszugleichen.®® Dabei sollte auch abgeklart
werden, ob es nicht vielleicht besser ware, ein komplett anderes Prognosemodell
(z.B. ein ARIMA-Modell) anzuwenden.

Die beispielhafte Quartalsumsatzentwicklung von zwei Unternehmen (vgl. Abbil-
dung 109 und Abbildung 110) sei zur Verdeutlichung der positiven bzw. negativen
Autokorrelation und deren Auswirkung auf die lineare Regression anhand der
Methode-der-kleinsten-Quadrate sowie unter Anwendung des Cochrane-Orcultt-
Algorithmus herangezogen.

= IST-Quartalsumsatze
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Abbildung 109: Beispiel der Anwendung des Cochrane-Orcutt-Losungsansatzes bei positiver Autokorrelation
[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): 'Analyze — Regression — Linear' (fiir OLS); mit dem Befehl 'AREG' und Unter-
befehl 'CO' (fiir die Autoregression)]

564 Der optimale, zu schatzende Parameter des autoregressiven Modells erster Ord-
nung wird Ublicherweise mit 'RHO' bezeichnet.

565 vgl. (Hansen, 1982)

566 vgl. dazu auch Fulnote 553
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Abbildung 110: Beispiel der Anwendung des Cochrane-Orcutt-Ldsungsansatzes bei negativer Autokorrelation
[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): 'Analyze — Regression — Linear' (fir OLS); mit dem Befehl '"AREG' und Unter-
befehl 'CO' (fiir die Autoregression)]

Die ausgezogenen Linien in Abbildung 109 und Abbildung 110 zeigen jeweils
die IST-Quartalsumséatze auf. Wird jeweils eine lineare Regression nach der Me-
thode-der-kleinsten-Quadrate®” in die Datenséatze «gelegt», ergeben sich die
schmal gestrichelten Geraden, die sich jeweils in der Mitte positionieren, den
effektiven Verlauf der IST-Quartalsumséatze aber nur sehr rudimentar reflektieren
und deshalb auch die entsprechenden Residuen(abweichungen) aufweisen (vgl.
Abbildung 111). Wird nun der Cochrane-Orcutt-Algorithmus flr die beiden Zeit-
reihen angewandt, werden die autoregressiven Residuen(abweichungen) erster
Ordnung (AR(1)) ausgeschaltet, und es entsteht eine korrigierte Regressionsge-
rade (dick gestrichelte Linie), die sich dem Kurvenverlauf anpasst.

567 least-squares method or normal least squares (NLS) or ordinary least squares
(OLS)
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Abbildung 111: Residuen(abweichungen) bei positiver und negativer Autokorrelation zu den Beispielen in Ab-
bildung 109 und Abbildung 110

[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): 'Analyze — Regression — Linear' (zur Berechnung der Residuen(abweichun-
gen)); 'Analyze — Forcasting — Sequence Charts' (fiir Darstellung)]

Keine Multikollinearitat

Multikollinearitat3®® besteht dann, wenn eine hohe Korrelation zwischen zwei
oder mehreren Regressionskoeffizienten®®® besteht, d.h., zwei oder mehrere Re-
gressionskoeffizienten weisen eine gegenseitige Abhangigkeit unter sich auf.5”°
Man kann somit auch von einer «Uberspezifizierung» des (Regressions-)Modells
sprechen. Durch die Verletzung dieser 6. Modellannahme entsteht die Problema-
tik, dass die Standardfehler der Regressionskoeffizienten zu grol3 ausfallen. Bei
Multikollinearitat wird die Eindeutigkeit der Ursache-Wirkung-Kette verletzt, d.h.,
die Streuungen der unabhangigen Variablen tiberschneiden sich und weisen des-
halb nebst einem direkten Einfluss auf die abhangige Variable auch noch einen
indirekten Einfluss auf, ausgeldst durch eine Abhangigkeit zu einer anderen un-
abhangigen Variablen.

Ein typischer Hinweis flir Multikollinearitat besteht, wenn die einzelnen t-Test-
statistiken der Regressionskoeffizienten unter dem Kritischen Wert liegen (d.h.
keine signifikante Unterscheidung von '0' aufweisen), die F-Teststatistik®”! hin-
gegen fir das ganze Modell einen signifikanten Wert aufzeigt. Ein weiterer Hin-
weis fur Multikollinearitat besteht dann, wenn sich die Vorzeichen der Parameter

der Regressionskoeffizienten gegeniber der logischen Erwartung entgegenge-
setzt verhalten.

568 multicollinearity

569 regression coefficient

570 vgl. dazu z.B. die Ausfiihrungen bei (Pindyck & Rubinfeld, 1997, S. 95ff)
571 vgl. auch Kapitel 13.2.2 sowie die F-Verteilung in Kapitel 17.6 im Anhang
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Bevor das Problem der Multikollinearitat gelést werden kann, ist deren Vorhan-
densein festzustellen. Dies geschieht am einfachsten durch das Aufstellen einer
Korrelationsmatrix®72, bei welcher der Zusammenhang zwischen den Variablen
anhand des Korrelationskoeffizienten®® gemessen wird.5"

In Abbildung 112 ist beispielhaft eine Korrelationsmatrix fir die drei unabhangigen
Variablen 'X1', 'X2' und 'X3' aufgefiihrt. Wie ersichtlich ist, weisen die unabhan-
gigen Variablen X1' und 'X2' eine hohe Korrelation von 0.991 unter sich auf, die
bei einem Signifikanzniveau von 1% statistisch signifikant ist. Dies lasst auf eine
Multikollinearitat zwischen 'X1' und 'X2' schliefen: Eine der beiden unabhangigen
Variablen ist aus dem linearen Regressionsmodell auszuschlie®en. Die Abhangig-
keiten zwischen 'X1' und 'X3' sowie 'X2' und 'X3' sind weder hoch, noch statistisch
signifikant, weshalb hier keine Multikollinearitadt angenommen werden muss.

Correlations

X1 X2 X3
X1 Pearson Correlation 1 9917 464
Sig. (2-tailed) 000 071
N 16 16 16
X2 Pearson Correlation 9917 1 445
Sig. (2-tailed) 000 084
N 16 16 16
X3 Pearson Correlation 464 445 1
Sig. (2-tailed) 071 084
N 16 16 16

**_ Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Abbildung 112: Beispiel einer Korrelationsmatrix
[mit (PASW Statistics 17.0, 2009): Analyze — Correlation — Bivariate]

572 correlation

573 coefficient of correlation
vgl. Kapitel 6.6.2
Z.B. eignet sich der Korrelationskoeffizient nach Pearson zur Aufdeckung linearer
Zusammenhange, der (Rang-)Korrelationskoeffizient nach Spearman fiir nicht
lineare und nicht parametrische Beziehungen.

574 Im einfachsten Fall wird eine sogenannte 'bivariate' Korrelation gemessen. Mochte
man aber eine «Grenzkorrelation» messen, ist eine sogenannte 'partielle’ Korre-
lation zu berechnen. Dabei werden eine oder mehrere (unabhangige Variablen)
«eingefroren», damit deren Einfluss auf den Zusammenhang das Ergebnis nicht
verfalscht.
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Ein weitere, sehr ahnliche Méglichkeit zur Aufdeckung vorhandener Multikolli-
nearitat besteht in der Berechnung des sogenannten «Variance Inflation Factors»
(VIF), der je Regressionskoeffizient (wie in Formel 63 aufgefuhrt) berechnet wird:
Je groRer der VIF ist, desto eher liegt Multikollinearitat vor.57

Formel 63: Variance Inflation Factor (VIF)

R? ist der Determinationskoeffizient der Regression der
unabhangigen Variable X/ gegenuber den verbleibenden
unabhéngigen Variablen 'X,

Falls Multikollinearitat vorliegt, sind die «lUberspezifizierenden» Regressionskoef-
fizienten aus dem multiplen Regressionsmodell zu entfernen. Damit nun die rich-
tige Auswahl der unabhangigen Regressionskoeffizienten ermittelt werden kann,
wurden verschiedene Verfahren entwickelt.?® Als Auswahlkriterium wird meist der
Adjustierte Determinationskoeffizient’”” verwendet, bekannt sind aber auch das
sogenannte «Akaike Information Criterion» (AIC) und das «Bayesian Informa-
tion Criterion» (BIC) bzw. «Schwarz Information Criterion» (SIC).578 Je kleiner das
AIC, BIC bzw. SIC ist, desto besser ist die Modellanpassung.

Normalitat der Residuen(abweichungen)

Unter dem Begriff «Normalitat der Residuen(abweichungen)»®® versteht man,
dass die Residuen(abweichungen) normal verteilt sind. Falls diese 7. Modellan-
nahme nicht erfllt ist, weisen die Parameterschatzungen bei linearen Regres-
sionsfunktionen anhand der Methode-der-kleinsten-Quadrate trotzdem die Eigen-
schaft 'Effizienz'*% auf. Doch bei der Durchfiihrung von Signifikanztests beziig-
lich der Parameterschatzungen (bzw. deren Treffsicherheit und Glte) sowie dem

575 Ublicherweise geht man davon aus, dass ein 'VIF >2' auf eine starke Multikollineari-
tat hinweist, ein 'VIF > 10" auf eine signifikante Multikollinearitét.

576 Bekannt sind folgende Verfahren: «schrittweise Auswahl» [stepwise] [vgl. z.B. (Han-
ke & Wichern, 2008, S. 304ff)], «riickwartige Elimination» [backward elimination]
und «Vorwartsselektion» [forward selection]. [vgl. z.B. (Siegel A. F., 2002, S. 547f)]

577 vgl. Kapitel 13.2.1

578 vgl. hierzu Kapitel 8.5

579 normality of residuals

580 vgl. Kapitel 17.1.3 im Anhang sowie Ful3note 511
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F-Tests8' zur Uberpriifung des Regressionsmodells als Ganzes ist die Erfiillung
dieser Modellannahme wichtig: "Da die StorgrofRe [...] die gemeinsame Wirkung
sehr vieler und im Einzelnen relativ unbedeutender Einflulfaktoren reprasentiert,
die voneinander weitgehend unabhangig sind, lasst sich die Annahme der Nor-
malverteilung durch den "zentralen Grenzwertsatz" der Statistik stiitzen."*®? Dies
gilt insbesondere bei einem Stichprobenumfang 'n' von weniger als '40'.

Die Normalitat der Residuen(abweichungen) kann z.B. anhand einer Haufigkeits-
verteilung®? der Residuen(abweichungen) lberpriift werden. Ist diese in etwa nor-
mal verteilt, kann davon ausgegangen werden, dass die 7. Modellannahme 'Nor-
malitat der Residuen(abweichungen)' erfiillt ist (vgl. Beispiel in Abbildung 113).
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Abbildung 113: Beispiel einer Haufigkeitsverteilung der Residuen(abweichungen)
[mit (Minitab 15.1 Statistical Software, 2008): Stat — Regression — Graphs — Histogram of residuals]

Das Histogramm der Residuen(abweichungen) in Abbildung 113 zeigt aber nicht
eindeutig auf, ob Letztere normal verteilt sind oder nicht. Deshalb bedient man
sich einer weiteren Mdglichkeit, indem man die Residuen(abweichungen) «nor-
miert»® und in einer Grafik aufzeichnet: Die «normierten» Residuen(abweichun-
gen) sollten bei perfekter Normalverteilung auf einer Geraden liegen. Grofiere Ab-
weichungen der Residuen(abweichungen) von der Geraden zeigen entsprechend

581 vgl. auch Kapitel 13.2.2 sowie die F-Verteilung in Kapitel 17.6 im Anhang
582 (Backhaus, Erichson, Plinke, & Weiber, 2006, S. 80)

583 frequency distribution

584 De facto werden die kumulierten Haufigkeiten logarithmiert.
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auch eine Abweichung von der Normalverteilung auf.%® Durch das Aufzeichnen
eines oberen und unteren Verlaufs der Konfidenz- bzw. Vertrauensgrenzwerte
(z.B. fiir ein Vertrauensniveau von 95 %), kann besser verdeutlicht werden, ob die
Abweichungen signifikant sind oder nicht. Weiter kann anhand z.B. der «Ander-
son-Darling-Statistik»%® (AD) ein Test bezlglich Normalverteilung durchgefiihrt
werden: Je kleiner die Anderson-Darling-Statistik ist, desto besser entsprechen
die Residuen(abweichungen) einer Normalverteilung. Falls der zur Anderson-Dar-
ling-Statistik dazugehdorige p-Wert kleiner als das vorgegebene Signifikanzniveau
'a' (z.B. 5%) ausfallt, dann muss die Normalitédt der Residuen abgelehnt wer-
den. In Abbildung 114 ist eine entsprechende Grafik mit Vertrauensgrenzwerte bei
einem Niveau von 95 % beispielhaft aufgefihrt.

Mean -2.42532E-12
StDev 651.6
N 12
AD 0.293
P-Value 0.542

Percent
3

-2000 -1000 0 1000 2000
Residual

Abbildung 114: Beispiel von approximativ normal verteilten Residuen(abweichungen)
[mit (Minitab 15.1 Statistical Software, 2008): Stat — Basic Statistics — Normality Test | Edit Distribution Fit — Opti-
ons - Show Confidence Interval]

585 Bei einer kleinen Stichprobe (n < 50) ist es — trotz vorhandener Normalitét der Re-
siduen(abweichungen) — mdglich, dass die «normierten» Residuen(abweichungen)
von der Geraden leicht abweichen.

586 vgl. (Anderson & Darling, 1952)

Ein ahnlicher Test wie die Anderson-Darling-Statistik bezuglich «Normalitat» ist die
sogenannte «Kolmogorov-Smirnov-Statistik» (KS). Letztere weist aber eine gerin-
gere Treffsicherheit aus [vgl. (Rayner & Best, 1989, S. 64 & 93)].

Weiter bekannt ist die «Jarque-Bera-Statistik» [vgl. (Jarque & Bera, 1980)], welche
eine Chiquadrat-Verteilung mit 'df = 2' unter der Nullhypothese der Normverteilten
Residuen(abweichungen) aufweist. Auch hier wird — wie bei der AD-Statistik — ein
moglichst groRer p-Wert angestrebt, bzw. ein p-Wert, der grofer ist als das vor-
gegebene Signifikanzniveau.





